PROPRIETA’ DELLE FUNZIONI TRA INSIEMI FINITI.

Definizione di funzione. Siano A e B due insiemi finiti (costituiti cioè da un numero finito di elementi). Definiamo funzione di A in B e la indichiamo con 
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 ogni relazione che associa ad OGNI elemento di A uno e un solo elemento di B. L’insieme A viene chiamato dominio, l’insieme B viene chiamato codominio.
Si osserva l’importanza del fatto che, affinché si possa avere una funzione, tutti gli elementi del primo insieme devono avere un corrispondente nel secondo insieme; inoltre bisogna fare attenzione che un elemento del primo non abbia più di un corrispondente nel secondo. Osserva i due grafici seguenti.
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Funzione iniettiva

Una funzione si dice iniettiva quando punti diversi del dominio hanno immagini diverse. In sostanza ciò significa che le frecce sparate dagli arcieri che costituiscono i punti del dominio devono colpire bersagli diversi sul codominio.
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Si deve esplicitamente ricordare che non è affatto necessario che tutti i punti del codominio siano colpiti, quello che conta è che nessun bersaglio deve essere colpito più di una volta.
Per le funzioni reali di variabile reale si ha una semplice interpretazione grafica del concetto di funzione iniettiva: una funzione è iniettiva se e solo se il suo grafico gode della proprietà che una retta orizzontale condotta da un qualunque punto del codominio (attenzione: del codominio, non dell'immagine!) interseca il grafico della funzione in un punto al più.

Funzione suriettiva

[image: image173.wmf]]

[

3,3

-


 

Una funzione si dice suriettiva quando ogni y del codominio è immagine di almeno un punto del dominio. In sostanza ciò significa che tutti i punti del codominio (bersagli) sono colpiti da almeno una delle frecce lanciate dagli arcieri che costituiscono i punti del dominio.
[image: image3.png]


Si deve esplicitamente osservare che non è affatto escluso che più frecce colpiscano lo stesso bersaglio, interessa solo che nessun bersaglio rimanga intatto.

Per le funzioni reali di variabile reale si ha una semplice interpretazione grafica del concetto di funzione suriettiva: una funzione è suriettiva se e solo se il suo grafico gode della proprietà che una retta orizzontale condotta da un qualunque punto del codominio (attenzione: del codominio, non dell'immagine!) interseca il grafico della funzione in almeno un punto.

Funzione biunivoca
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Una funzione si dice biunivoca quando è sia iniettiva che suriettiva, cioè quando le frecce scagliate dagli arcieri che costituiscono il dominio colpiscono ciascuna un diverso bersaglio e inoltre nessun bersaglio rimane intatto.

Funzioni reali di variabile reale. Sono funzioni 
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 in cui il codominio coincide con l’insieme dei numeri reali R e il dominio è un sottoinsieme di R, ovvero 
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Normalmente si assume che il dominio A sia il più grande sottoinsieme di R in cui l’espressione analitica della funzione abbia significato.

Le funzioni analitiche si distinguono in:

— algebriche se il legame che intercede tra le due variabili è di natura algebrica ed è rappresentato da un polinomio. A loro volta le funzioni algebriche si distinguono in razionali e irrazionali secondo che le operazioni che si effettuano sulla variabile indipendente non prevedono o prevedono l’elevazione a potenza con esponente frazionario;

— trascendenti come le funzioni logaritmiche, esponenziali e trigonometriche.

Le funzioni analitiche sono dette anche funzioni elementari e in quanto tali si distinguono dalle funzioni composte che presuppongono un complesso di operazioni che legano le due variabili.
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Vediamo come si calcola il dominio di alcune funzioni elementari:
Il dominio (o campo di esistenza), come è evidente dagli esempi precedenti, può essere espresso mediante unione di intervalli di numeri reali.
Definizione di intervallo. Siano dati due numeri qualsiasi a e b con a < b, l’insieme di tutti i numeri reali compresi tra a e b si dice:
· intervallo chiuso se a e b sono inclusi, e spesso, lo si indica in uno di questi modi:
a ≤ x ≤ b oppure [a, b]

in tale caso a e b si dicono, rispettivamente, minimo e massimo dell’intervallo;
· intervallo aperto se a e b sono esclusi, e spesso, lo si indica in questo modo:

a < x < b oppure ]a, b[
in tale caso a e b si dicono, rispettivamente, estremo sinistro e estremo destro dell’intervallo.
Questi sono in ogni caso intervalli limitati in quanto i loro estremi (inclusi o non inclusi) sono numeri finiti.

Se invece dobbiamo indicare l’insieme dei numeri maggiori di un certo numero, ad esempio  
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 si esprime mediante l’intervallo illimitato 
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 si esprime mediante l’intervallo illimitato 
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 si esprime mediante l’intervallo illimitato 
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In particolare se il dominio coincide con tutto l’insieme dei numeri reali possiamo scrivere 
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Alcuni intervalli particolarmente interessati sono gli  intorni  di un numero reale: dato un numero reale 
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si definisce intorno di 
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 (e si indica con 
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Gli intorni sono anche indicati con la notazione 
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 viene chiamata ampiezza dell’intorno.

Le funzioni reali di variabile reale sono particolarmente interessanti perché il loro grafico può essere rappresentato geometricamente in un piano cartesiano.

Ponendo i punti x del dominio di f sull’asse delle ascisse e i corrispondenti valori 
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 sull’asse delle ordinate, l’insieme delle coppie 
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 descrive una curva nel piano cartesiano, chiamato grafico della funzione.

In generale il grafico di una funzione è molto importante perché la sua conoscenza identifica in modo univoco la funzione stessa.
Il grafico ad esempio permette di distinguere le funzioni a seconda del loro andamento in funzioni crescenti e decrescenti.
DEFINIZIONE. Sia data una funzione y = f(x), considerati due punti qualsiasi x1 e x2 di un dato intervallo [a, b], essa si dice:

· crescente se x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2);

· costante se x1 < x2 ⇒ f(x1) = f(x2);

· decrescente se x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2);

· strettamente crescente se x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2);

· strettamente decrescente se x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Si dicono monotòne le funzioni crescenti, decrescenti, non decrescenti o non crescenti, ossia le funzioni che variano sempre in uno stesso verso.
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Le proprietà come l’iniettività o la suriettività si riflettono sulle caratteristiche del grafico della funzione. Infatti se una funzione è iniettiva ogni retta parallela all’asse delle ascisse, se interseca il grafico della funzione, lo deve fare in un solo punto. Se una funzione è suriettiva in tutto R  ogni retta parallela all’asse delle ascisse deve intersecare il grafico della funzione almeno in un punto. 
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Esempi: funzioni iniettive, suriettive, biiettive:
Osservazione: 

Definendo la funzione del primo esempio non come funzione 
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  ma come funzione 
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 otteniamo una funzione biiettiva.

Altre caratteristiche di una funzione che si riflettono immediatamente sul suo grafico sono le simmetrie.

Una funzione 
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 si dice pari se, per ogni x appartenente al suo dominio risulta 
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. Il grafico della funzione presenta una simmetria rispetto all’asse delle ordinate.

Una funzione 
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 si dice dispari se, per ogni x appartenente al suo dominio risulta 
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. Il grafico della funzione presenta una simmetria rispetto all’origine delle coordinate.
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Le trasformazioni. Conoscere i grafici delle funzioni elementari è fondamentale per determinare i grafici delle funzioni da esse ricavate. È ad esempio possibile, partendo dal grafico di  
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Se consideriamo la funzione 
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, possiamo vedere cosa succede al suo grafico se si aggiunge una certa quantità positiva o una certa quantità negativa all’esponente: nella figura si possono osservare i grafici rispettivamente delle funzioni  
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Il grafico di 
[image: image36.wmf]2

x

y

=

 subisce uno spostamento nella direzione negativa dell’asse delle x (
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) mantenendo inalterato il suo andamento. Si dice che 
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 è la corrispondente della funzione 
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 è la corrispondente della funzione 
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Allo stesso modo considerando sempre la funzione 
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, possiamo vedere cosa succede invece al suo grafico se si aggiunge una certa quantità positiva o una certa quantità negativa al termine esponenziale: nella figura si possono osservare i grafici rispettivamente delle funzioni  
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Il grafico di 
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 subisce uno spostamento nella direzione positiva dell’asse delle y            (
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) mantenendo inalterato il suo andamento. Si dice che 
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 è la corrispondente della funzione 
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 è la corrispondente della funzione 
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Possiamo infine combinare i due tipi di trasformazione: di seguito riportiamo a titolo di esempio i grafici delle funzioni 
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(corrispondente della funzione 
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Infine, dato il grafico di una funzione 
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A fianco (in rosso) è rappresentato il grafico di 
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: come si vede, per le x negative basta costruire il simmetrico rispetto all’asse delle y del grafico corrispondente alle x positive.
Di seguito invece sono riportati i grafici di 
[image: image68.wmf](

)

yfx

=-

 e 
[image: image69.wmf](

)

yfx

=-

 che sono esempi di grafici ottenuti per simmetria:
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Le funzioni continue e i limiti

Nel linguaggio comune usiamo il termine “continuità” per indicare che qualcosa procede senza interruzioni; per esempio, “un tratto continuo di penna” indica la traccia che una penna lascia su un foglio senza mai staccarsi da questo. In matematica il termine continuità denota una delle proprietà fondamentali delle funzioni, ma l’esempio del tratto continuo di penna ci permette di intuire di che cosa stiamo parlando. Infatti, data una funzione da R in R, diciamo che è continua se possiamo disegnare il suo grafico senza staccare la penna dal foglio. Per poter dare una definizione rigorosa del concetto di continuità, però, è necessario soffermarsi prima sul concetto di “limite”.

Per precisare meglio tale concetto, fissiamo un punto 
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 della retta reale e supponiamo che  f  sia definita intorno ad 
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 (attenzione, non è necessario che la funzione sulla quale si lavora sia definita in 
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, per quanto questo possa succedere: la definizione di limite, infatti non dipende da questa condizione).
Supponiamo ora di tabulare i valori della funzione 
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Per chiarire quest’ultimo concetto prendiamo la funzione 
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 si avvicinano a 1; in formula si scrive 
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In generale possiamo dire che la funzione  f  assume valori tanto più vicini a l quanto più x si avvicina a 
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 appartiene ad un intorno di l di ampiezza 
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Più precisamente, dire che una funzione f tende al limite l quando x tende a 
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Svolgimento di limiti nelle varie forme indeterminate

1. 
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e il limite diventa 
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 Forma indeterminata
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 Forma indeterminata. Questo limite si risolve ricordando che: 
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 Forma indeterminata. Questo limite si risolve ricordando che: 
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 Forma indeterminata. Si applica Ruffini per scomporre Numeratore e denominatore
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e il limite diventa 
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 Forma indeterminata.  Questo limite si risolve ricordando che: 
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e il limite diventa 
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 Forma indeterminata. Si applica Ruffini per scomporre numeratore e denominatore
[image: image193.wmf]x

 

1/

x

 

1

 

1

 

0,1

 

10

 

0,01

 

100

 

0,001

 

1000

 

0,0001

 

10000

 

0,000

01

 

100000

 

0

 

 

-

0,000

01

 

-

100000

 

-

0,00

01

 

-

10000

 

-

0,0

01

 

-

1

000

 

-

0,

01

 

-

100

 

-

0,1

 

-

10

 

-

1

 

-

1

 

 


e il limite diventa 
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Funzioni  algebriche  razionali  1  Funzione algebrica  razionale intera  y=3x 5 - x 3 +1  Tutti i valori della x rendono reale la  funzione  D≡R  

2  Funzione algebrica  razionale fratta  
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x

x x

y

 Il denominatore deve essere diverso da  zero  D≡R - { 1 }  

Funzioni  algebriche  irrazionali  3  Funzione algebrica  irrazionale di indice  pari  
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2

 

x y

 Il radicando deve essere non ne gativo  x 2 - 1≥0   x≤ - 1 e x≥1   D≡] - ∞;1]U[1;+∞[  

4  Funzione algebrica  irrazionale di indice  dispari  

3

2

1

 

x y

 Tutti i valori della x rendono reale la  funzione  D≡R  

Funzioni  trascendenti  non  goniometriche    5    Funzione  trascendente  esponenziale  y=2 x  Tutti i valori della x rendono reale la  funzione (a meno che l’esponente sia  uno dei casi precedenti o successivi)  D≡R  

6  Funzione  trascendente  logaritmica  y = log(x - 2)  L’argomento del logaritmo deve  essere positivo  x - 2>0 →x>2   D≡]2;+∞[  

Funzioni  trascende nti  goniometriche  7  Funzione seno  y = senx  Tutti i valori della x rendono reale la  funzione   (a meno che l’argomento sia uno dei  casi precedenti o successivi)  D≡R  

8  Funzione coseno  y = cosx  Tutti i valori della x rendono reale la  funzione   (a meno che l’ar gomento sia uno dei  casi precedenti o successivi)  D≡R  

9  Funzione tangente  y = tgx  Sono da escludere i valori in cui la  tangente diventa ∞  D≡R - {( k + ½)π }   k=0;1;2;3…  

10  Funzione cotangente  y = cotgx  Sono da escludere i valori in cui la  cotangente diventa   ∞  D≡R - { kπ }   k=0;1;2;3…  
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